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周辺を数個の点で固定された周辺支持円板の振動解析
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The natural frequencies and the mode shapes of a simply supported thin circular plate with 
several c1amped points are determined by two methods. A partial differential equation is solved 
using Fourier series of Dirac's delta function first， and then a partial integro-differential equation is 
solved using eigenfunctions and eigenfrequencies of a simply supported thin circular plate. 
If the bending moments at the c1amped points for free vibration are considered as 
harmonically excitation moments with unknown amplitudes， a periodic solution of forced 
vibration of a simply supported thin circular plate is obtained. Using the constraint conditions that 
the slopes of deflection must be zero at the c1amped points， simultaneous equations with respect to 
the unknown amplitudes of moments are obtained. 
The frequency equation is obtained from a necessary and sufficient condition for existence of 
the non-trivial solutions. 
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u(t，r，e) = U(r，e)COSωt 
(R(r)C山 OSωt















は第 1l次第 1種.変形 Bessel関数，そして K"や)は第 1l
次第 2稀変形 Bessel関数である.
すると，式(2)のU(r ，8)の a般解は
U" (r，e) = cosfle{A"J n (z)+ B"N" (z) 
+ C" 1 " (z)+ D" K" (z)} 
+ sin fl e {A~ J " (z ) +B ~N" (z ) 
+C~/，， (z)+D~K，， (z)} 
(5) 
としなければならない.係数A"， B" ， C" ， D"および
ωなどは境界条件によって定められる.
まず， z = 0のとき NII(O)= K，(O) =∞となるので，
ljl界が外周だけの場合，z=Oで変位が有限であるた
めにはBI=D" =B'" =D'" =0とならなければならな
い.よってこれ以降は
日(r，e)=cosfle{A"J"(z)+C，I，(z)} 




u (t， r， e ) = 0 (7) 
これが1， θに無関係に成立するためには






A"J n (λ)+C"I，，(λ) = 0 (10) 







メントをM cos ωtとすると，r = aでのモーメントの
分布は 0関数をフーリエ級数で展開することにより
δ(θ • I _ _ _ .." 1 ぶてー ヲ:E" COS flθ (12) 
a LJUl ，=0 







liM定点が，円周をN等分したθ=i2π/N ci = 0，1， 
…，N-l )にあるとすれば，式(13)は次のように書ける.
lO2filauldull 一一 -+VI-一一+一一一一一 I~I 
ar 2 l r ar r 2 a e 2J 1
N-l 









ニra 2U H ( 1 au H 1 a 2[人口|
ラ J一一一一一+VI-一一一一+一一一一一一一 I~I 




×しl∞SIl笠 COSlle+山 F12主sinne i 
，，~O '"¥ N N 
c2 1 
のようになる.以後一一一M;-一ーを改めてMiと書
Dω . 2na 
き直すことにすると，
ュra2uH (laUM 1 a2uM¥11 
予 J一一一一一+VI-一一一一+一一一一一一一一 I~I 
n":'O 1 az L. l z az z L. a e L. J 11λ 
N-l 
= ，LMi }:En (17) 
x( COS守COSlle+ sin n子川
Il=Oの成分が時間tに無関係に成立するためには











A~ [-λ2Jn(λ)+ (l-v ){n(n -1)川λ)+Aln+1(λ)}]
























































































AOJ O(λ)+Colo(λ) = 0 
AO {-λ2 J 0 (λ) + (1-V )Al 1 (λ)} 




AO =山 02Vi，Co=λ2CO-2:Mj 
N-l 
とおく.ここでao，C。は次のようになる.
an =_!JJλ J o(λ) 。=ー -F，co「「
企=ん(λ){λ210(λ)-(1-V)Aljい)}
-10 (λ)十山。(λ)+ (1-V )Al 1 (λ)} 
次に n孟1については
20 
AnJ n (λ)+C，'!n(λ) = 0 (25) 
An[ーλ2Jn{λ)+ (1-v){Il(n -けん(λ)+ Al n+1υ)} ] 










2In{λ 2J n (λ) 
a.. 一一一一一一一-.C 一一一一一一一-
d. d. 
企=J n (λ)[λ21 n (λ)+(l-v) 
同様に
×い(n-1)/ n (λ)-}Jn+l(λ)}] 
一以λ)[-λ2Jn{λ)+ (1-v) 
×い(n-1)Jn(λ)+ ，u n+l (λ)} ] 
A;J n (λ )+C~/n(λ) = 0 (27) 






















( j = 0，1'・'，N-1) 
となる.手1の)1白子を変史して
N-I 坦「 ヴザJ 今一J
アjfIヱlmn1mF1竺i"':() 'n~ol N N 
x{-anJn+l(λ)+cnln+l(λ)} 
ゥー・ 2ni r ，.¥1 + sin 1ユ smIl一 {-anJ附 1(λ)+cnln+l(λ)}I N N'" "T" ， ，，"， T" 'J I 
N-I ∞ 2JT(jー i)
=2MI2cOSF1{-aJn+l(λ)+cnln+l(λ)} 
i"':eJ 
. n~O N 






















u(r，O，t) = ic:Jr foG(け;日)
. ri2'J 1 (33) 




F~~e{， G(r，O; c ，  )は与えられた境界条件で決まる





Mr(r， () ，t )，接線制lまわりのrHIげモーメント Mρ(r，
() ，t )が作川する川板 (r~12 参 11な)の場-介，運動ノ1- fJl!
式はよ(33)を拡張して，
u(け ，t ) =foJT fo G uf(け;μ)
×(f(UM7jMMZ 
+ foJT五Gur(け;~，?;)M r(~ ，?;， t附d?;










Guo(r，8 ; c，三)は，座標(と，， )における円周接線軸
まわりの曲げモーメントと(r，θ)における変位との
聞の影響関数である.
r方向の傾き u，.(rヲ8，t)とθ方向の傾き u(1 (r， 8 ，t) 
に関する運動方程式は，それぞれ式(34)をr，8で偏
微分して
U r (r， e， t)= foJT fo G rf(け ;μ)
×イ十(十f似(
+ foJTπ五G久r(け;~ ， r; )M r (~， r;， t )~d ~d r;
+ foJT foG rO (r， e;~ ， r;)M θ (~ ，r;， t法d~d?;




+ foJT foG砂 (r，e ; ~ ， r;)M r (~ ， r; ， t )~d ~d r;
+ foJT fo G 00 (リ;~，r;)M e (~， r;，t片付dr;
y 
Mυ 




Ur(θt) 1= u(rθt) 1M叶f(~，r;， t)
ue (r，θ，t) ~Mo(ι r; ，t ) 
(G;:) Grf Gr GrO I =G(r ， e;~ ，r;) 
GDI' G~ GDfJ I 
(Ph O0 o 0 0トo 0 0 
とおけば，ベクトルと行列を用いた運動方程式
u(r，e，t)= foJT foG(r ， e;~，r;) 
X {f(μt) -m主}Ms (37) 
が得られる.ここに，G(r，θ;と" )は対称性を有し，
G(~，r; ;r ヲ e)=GT(r ， e;~ ，r;)
が成立する.
式(37)に対応する同次偏微積分方程式
2JT 11 _ I d 2U u(r，e，t)= _c CG(r ， e;~，r; )m v : ~d~d r; (38) … dt . 
の解を
u(r，θ， t ) = V (r， e ) cosω，t (39) 
とおくと，








引け)=ωn/foJr foG(リ;と，r;)mVni (~， r;活d~d?;
(41) 
および，重み付き正規直交の式
foJT fov山吉，r;)mV mj (μ ほd~d r;= d nm d ij 必)
が成り立つ.ここに Onm' Oりはクロネッカーの 6
を表している.
今の mの場合.Vni(r， 8 )の第 1要素を Vni(r， 8)と
おけば，式(41)(42)は
ん(け)=ωni
2 foJT foGuf (r，e;μ(41)' 







円板が受ける半力をf(α，e k，t) (ただし U と同じI(J









必要はない.従って，力f(a， e k，t )も曲げモーメン
トMr(a， e k，t)ももはや考慮に入れる必要はない.
とりあえず，一般の運動方程式(37)の解を
u(r，8，t) = L Lψni (t )V ni(r， 8 ) 
とおくと，式(37)は


















M e (a，8k ，t)= Ak COSω(51 )
と置くことによって，式(50)の定常周期解は
立。Vmi(a，8k)
ψmj 7 ウど ---aAk cosω(52) 
α)mj αk=l UI 
となる.こうして回定点仇での傾きの式(44)により
。u(a，θゎt) ∞∞ 1 aVmj(a，8p)。r=22223m=() j=OωmJ ーω υ
~ aVmi (a，8k) . ハ






N ∞∞ 1 aVmi (a，仇)aVmi(a，8k) LAk L L~ω2 町afml k=O 
k=l m=O j=()ωmj-ror 
u =1，2，"'，N) (54) 
簡単のために，これを
N 
Lb1kAk = 0 (p = 1，2，・.，N) (55) 
∞∞ 1 aVmj (a，θ1) aVmj (ムθk) 
b{k = L L フ m
1 =0 j =0ωmjf4ーω2 ar ar 
とおけば， Ak;o! 0となるための必要十分条件は，連
立方程式の係数行列式がoとなること，つまり













三五ni λni 三、r;;=Q ， ~=r 
c c a 
同定点で、の正規固有関数の値Vni(a，8k )を無次元
にして
aJ瓦Vni(a，8k ) =にi(1，8 k ) 
とおくと，振動数方程式(54)は，
{∞∞ 1 aVmi (1，8 f ) aVmi (1， 8 k)i 












ている. {f~l~Jíi の不~Iで近似計算することで. I山|イ振
動数の仙:はJ(i数によって変化する.そこで次の以に
1:. 2Jr(j -i) 
り =2COSH N{-GF1JF1+l(λ)+C/lI/I+l(λ) } 
bijのJfi数を Lとして， 3 ，r，I，(I，li定の12J合の 1，ldイn長田j数
と項数Lとの関係を点 lにぷす.I<r!lのLはb1jのJfi







次に， 3 ，r!，¥ [;Ii]定の場合を例に振動数方程式(32)の





















(N = 3) 
mn 
2 4 
2.5893 3.9360 5.2530 
2.5225 3.8918 5.2026 
2.4848 3.8754 5.1854 
2.4685 3.8638 5.1738 
2.4569 3.8561 5.1662 
2.4454 3.8511 5.1614 













































3 4 5 6 
2.4569 2.5247 2.5820 2.6388 
2 3.8561 3.9074 3.9541 3.9966 
3 3.8561 3.9074 3.9541 3.9966 
4 5.1662 5.3270 5.2145 5.2568 
5 5.1662 5.5727 5.2145 5.2568 
6 5.5317 6.4171 5.6073 5.6439 
7 6.5006 6.4171 6.4705 6.6536 
8 7.0285 7.0767 6.4705 7.1085 
9 7.0285 7.0767 7.0652 7.1085 
10 7.6154 7.7221 7.0652 7.6663 
11 7.6154 8.5352 7.6800 7.6663 















(5) 5.5727 (6) 6.4171 (7) 6.4171 (8) 7.0767 
た》ヘ
-i¥ ) 1¥ι」(:ツ_/ 
(9) 7.0767 (10) 7.7221 (11) 8.5352 (12) 8.7090 
~15 周辺を等間隔に 4点
(1)λ 二2.5247 (2) 3.9074 
? ? ?

















































































































































































l司8 det( b1k )と Qの関{系
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右辺=amι∞S2(竺)の =am{;r∞S2 m8dθ ¥ a J lM:m1 
2amaJr :m = 0 
よって
r 1/aπ :m注 1


















2amaJr :m = 0 
(8 =~) 
よって
( 1 N-1 ぅ押J
|てラヱMiCOSω，t cosm三二 :m~1 
I u.n i=O H 
a.. = ~ 





UJ~ i=O H 
こうして
N-l ヴ司2Mi…中-T)
N-1 =五 ):MiCOSωt): En 
2m / nx ¥ 2m • / nx ¥ 1 
x ~ cosn 一一一 cosl-l+smn 一一一 sml-I~
N ¥aJ N ¥aハ







β Jn(λni! • z = ~rw ーー一一一一ーーー 一ー一ーーー ノ =ー ーー




(l-v){Jn(λ)1 n+l (λ)+Jn+1(λ)I n (λ)} 
-2M n(λ)1 n (λ) = 0 
?
?
??
?
??
